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cours-TD-TP 13 séances de 3h

Contenu des cours

Ce module est destiné aux étudiants de la troisieme annéeegice sciences avec option physique a Calais. Il aura les
thémes principales suivantes.

1. introductions, notions de base sur 'architecture ddsateurs, systemes d’exploitation, structures de repiés
tion des données, etc

2. solution des systémes des équations linéaires, métle@adss. L'aspect pratique : développer une programme
(TP-1) en utilisant le logicieMapl e V. 3.

3. traitement des données et notions essentielles deigiaiselles, que distribution Gaussienne, écart standare
rélations, intervalle de confiance, etc.

4. méthode des moindres carrées (mmc). Estimation deditndess. L'aspect pratique : on utilise les formules statis
tiques et la MMC pour la présentation des résultats des TBilgement aidée par I'informatique. On applique la
mmc pour modéliser les données sur les masses atomitiBed,(voir cours de Prof. Boris Zhilinskii.

5. problemes de stabilité, probléemes mal définis ou insuffis@écomposition selon les valeurs singuliéres (svd)
6. équations nonlinéaires, méthodes itératives (itérate@GaussTP-3), linéarisation suivie par une itération mmc

7. solution numérique des équations différentielles @idas, intégrateurs, méthode Runge-Kutta, probleme de Cau
chy. L'aspect pratiqueTP-4, équations de mouvement dans le potentiel Lennard-Jonesll@boration avec Prof.
Hadj Sarahoui et autres).

8. transformation de Fourier directe (DFT), inverse, radi@FT). Filtrage. L'aspect pratique : écrire une programme
DFT (TP-6); analyser la solution des équations de mouvement obta@gégemment.

9. calcul matriciel : diagonalisation, orthogonalisatimversion.TP-7: diagonalisation des matrices symétriques par
la méthode de Jacobi.

Modalités de controles des connaissances

En TD les étudiants passent au tableau. Les TP ont lieu em dedl ordinateurs; les étudiants doivent y posséder un
compte avec 'acces au logiciehpl e V. 3. Les comptes rendus de TP sont notés sur 5 (soit 20 points;if@spnt dus
alafin de la séance TP, ou, exceptionnellement, au proclaiilsTreprésentent essentiellement les texte des proggamm

1


sadovski@univ-littoral.fr
http://pca3.univ-littoral.fr/~sadovski
Anton.Sokolov@univ-littoral.fr

2 7janvier 2015 Introduction D. Sadovskii—A. Sokolov

enMapl e V. 3 avec des commentaires imprimés en TP. Il n'y a pas de pactiéledl mi-cours. A sa place on a un projet
commun avec I'enseignant du cours de vibrations. Ce prejgirésenté en oral et noté sur 20. L'examen est noté sur 20,
la note finale est définie avec le régle du sup contre la moyerojet+TP.

Bilan des compétences

La théorie sera vraiment de base, accessible a tous, quiesssde travailler sérieusement. Lidée est d’apprendre et
maitriser surtout I'aspect physique d’application desfales et notions expliqués en cours et TD.

1 Introduction

L'idée du cours. Le réle organisateur de la theme «équalin@aires». Le projet de mi-parcours.

Ressources et bibliographie sur Maple

1. Vérsion de démonstration di&apl e V. 3 sur le site dMapleSoftla société qui édite Mapldgt p: // ft p. mapl esof t . coml puk
puis suivre selon le systéme d’exploitation que I'on utilis

2. Maple V. First leaves : A Tutorial Introduction to Maple BN : 3540976213, Waterloo Maple. 1992 (en anglais)
3. Poly sur Maplepar Raphaél Giromirtit t p: / / usenet . al ea. net/ entr ai de/ r g/ mapl e/ pol y. pdf

4. Quelques feuilles de Maple — Maple expliqué en franpaisJean Charles Canonne (Université de Valenciennes)
http://perso.orange.fr/jeancharl es. canonne/ somuirel. ht m

5. Notes de cours sur Maple 6, 7 et 8 (janvier 2004) en frangaiClaude Gomez (INRIA, Rocquencourt) p: / / ww r ocq. i nr
6. Computational Physics using Magar Marko Horbatsch (York Universityx t p: / / www. yor ku. ca/ mar ko/ ConPhy's

Ressources et bibliographie sur Maxima

1. Aide-Mémoire pour Maximat t p: / / mi chel . gosse. free. fr/ document ati on/ fi chi ers/ ai denenoi r eaxi ma. pdf
2. Introduction a Maximapar H. Hand, traduite par M. Goset p: / / ni chel . gosse. free. fr/ document ati on/ fichiers/ii
3. The Maxima Bookar De Souza, Fateman, Moses, Yappp: / / mi chel . gosse. free. fr/ docunment ati on/ fi chi er s/ max

2 Architecture des ordinateurs


ftp://ftp.maplesoft.com/pub/maple/demo/
http://usenet.alea.net/entraide/rg/maple/poly.pdf
http://perso.orange.fr/jeancharles.canonne/sommaire1.html
http://www-rocq.inria.fr/scilab/gomez/papers/cours-maple-8-gomez.pdf
http://www.yorku.ca/marko/ComPhys
http://michel.gosse.free.fr/documentation/fichiers/aidememoireaxima.pdf
http://michel.gosse.free.fr/documentation/fichiers/introduction.pdf
http://michel.gosse.free.fr/documentation/fichiers/maximabook.pdf
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3 Statistiques, analyse des données

3.1 Erreurs systématiques et accidentelles

Systématiques : Ces erreurs sont indépendantes de I'opérateur et échagpe@atrtie son contréle. Comme leur nom
l'indique, elles faussent la mesure toujours dans méme re&is on le ne connait pas. Elles sont souvent difficiles a
déceler (défauts d'appareillage, mauvaise méthodehajjue cas constituant un probléme spécifique.

Accidentelles : Ces erreurs sont dites ausdéatoirescar elles faussent la mesure tantét dans une sens tantdt dans
l'autre, et n’ont pas un caractére répétitif. On peut lesimiser en refaisant un nombre raisonnable des fois la méme
mesure, en prenant la moyenne des résultats obtenus etlejuappdes méthodes statistiques.

3.2 Présentation statistique des résultats

Soit une grandeur a mesurer. Dans le cas le plus fréquent, quand l'incertituole: est une somme de nombreuses
contributions faibles et indépendantes pour la densité de probabilité une distribution gaussenn

—20 -0 0 o 20 x
avecvaleur moyenne et écart type(ainsi appelé dispersion ou varianee)On effectue umombre finiV de mesures

zi, i=1,2,...,N.

On prendra
1 N
Te =5 Zl Z; (3.1)

pourvaleur moyenne expérimentalevidemmentz, — z quandN — oo. Notons quer, est elle-méme une quantité
aléatoire avec sa propre moyenne et son écart type

T.=2, o> =0o°/N.
En réalité, niz ni o ne sont pas connus! Alors on prendra

1 N
0e =31 1:1(% —z.)?,

pour ladispersion expérimentaldlotons, que poulN = 1 lac. ne peut pas, évidemment, étre déterminée, d’ou le facteur
1/(N —1). Par contre, SN — oo, nous avong,. — o. Ce que nous intéresse, c’'est I'écart type. Lui est donnée par

1
s2 = —o?

1 N
— . 2
e TN T N o) 2T ) (3.2)

=1

Dans la limite de grand¥ nous avons
Te — T, Sz, — 0/VN.

Le résultat de la mesure s’écrit :
xr=x,+0x, avec dr=tpn S, Rtpo/VN

On constate que l'incertitude,, de valeur mesurée, décroit avecV (améliore) enl /v/N. Par exemple, pour gagner
un facteur de 10 sufz. il nous faut effectuer 100 fois plus de mesures ... . Le faatetrectift py appelécoefficient de
Studentdépend de deux parametres, le nombre de mesureisla probabilitéP avec laquelle la vraie valeur de— x.

se trouve dans l'intervallp-éx, +dz] dit intervalle de confiancd®ourN — oo ce facteur tend vers le facteur de sécurité
tp pour la distribution gaussienne (voir tableau).
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valeurs de coefficient correctif de Studepnty
probabilité nombre de mesurdé
P 3 5 6 10
0.70 1.3 12 12 11 1.0
0.95 43 28 26 23 2.0 (reglede)
0.99 99 46 40 33 26

Exercice 3.1. Prenons un exemple concret. On mesure plusieurs fois laeotragionz.

T ) T3 T4 Ts Te
72.361 72.357 72.352 72.346 72.344 72.340

Prenez trois valeurs quelconquéé & 3), et toutes les valeurs\( = 6). Trouvez la valeur moyenne. et la dispersion
dans les deux cas. Chiffrez la valeur de l'incertitidepour lintervalle de confiance de 70% et 95%. Comparez et
interprétez vos résultats.

Ecriture de résultat : Il est inutile d’énoncer une incertitude avec plus que dehiffres significatifs. Le résultat ne
peut avoir plus des chiffres significatifs, que le nombreas®par son incertitude.

3.3 Combinaison des incertitudes

Souvent nous ne pouvons pas mesurer directement la quastit§guestion. On mesure donc un nomhreles quantités
(&1,&, ..., k) afin de trouveyy comme une fonction d€1, &, . . ., £k ). Supposons, qug1, e, - . ., £k ) sont variables
aléatoires indépendantes, chacune possédant une distrida probabilité gaussienpg(¢;) avec une moyenng, et un
écarttypery, k=1,..., K.

Quelle est la moyennej et son écart types,, ? Considérons d’abord quelques exemples typiques.fSeit 2 et

y = a&y + bSa, (3.3a)
avec des constantestd. Evidemment B B
y = a1 & b&s. (3.3b)
On trouve pour I'écart type dg que
(0,)? = a*0? +b%03, o, <laloy + |bloa, Ay < |a|A& + [b|AL. (3.3¢)

Soit K = 1 ety est une fonction liss¢ quelconque d€;. Dans ce cas on obtient

- - R " - d,
y=f(&), §=/f(&), o.= (f'(éhl))2 o7, acondition que’ (&) = d_éfl ~#0. (3.4)
&1
En particulier sif = log [etdoncf’(¢) = 1/£] nous avons
_ 2 A
y=log(6). p=logd. of=F. Ay=Fh 35)
1 1
Exercice 3.2. En utilisant les regles3(39 et (3.5 montrerons leégle des écarts relatifs
y—ffouy—g—l (@)2:a2<ﬂ>2+b2< )2 (3.6)
e 5\ & &

Exercice 3.3.0n a mesuré la période = 2 x 103 sec d’'un signal avec une incertitude relativ&'/7" de 2%. Quelle
est l'incertitude de la fréquence de ce signal ?

Donnons enfin le régle général.

K
=f(&,--,¢K), Z(&fk

k=1

f

S (3.7)

o ek

k=1

ol les dérivéepartiellesd f /0¢;. sont calculées dargs = &, k= 1,..., K.

Exercice 3.4. Considérez le circuit électrique du diviseur de tensiorir(section “Electricité”), avec deux résistances en
série de valeur®; et R,, et la source de f.e.ng&.. Trouvez la tensio/, comme fonction dek;, Rs, et€. En sachant,
que les incertitudes relatives d&, R, et sont de 5%, 10%, et 2%, trouvez I'incertitude relativ&, /U,. Appliquez
vos résultats dans le cds= 10V, R; = R».
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Exemples des combinaisons des incertitudes.

1. En spectrophotometrie (voir TP) on mesure la transmissid’'un échantillon par rapport a la transmissign
d’une cuve remplie de I'eau pure. On effectue ddeaxmesures et prend la différenge— £. Dans certaines cas,
si 'intensité absolue peut étre mesurée, on normalise /&.

2. Souvent pour déterminer la concentratignd’une substancd on doit passer par plusieurs étapes de purification,
séparation, modification chimique, etc. A chaque étape qrenepas controler les pertes deAlors, on utilise la
méthode du témoignage. On ajoute une substaher concentrations connue d'office. Car et B subissent les
mémes transformations en cours de I'analyse, on assumesgjpertes del et B sont les mémes. On détermine les
concentration§ 4 etép apres toutes les modifications (par la méthode chromatbgra@, mass—spectrométrique,
spectrophotométrique, etc), et on trouve= cp(£4/ER).

Démonstration.(Tous démonstrations sont facultatiyeSotons, que dans les conditions précisées au début de cette
section, la fonction de densité de probabilité pgest un produit des fonctions individuellp&},),

p(ér, - €x) = p(€0)p(&2) -+~ p(ér) = [ [ p(&),
k
normalisée par I'intégrale

[ [t et den = [piends [ v [pnlden =101 11,

Rappelons aussi, que la valeur moyerfn&une fonctionf () d’une variable aléatoire avec la densité de probabilité
p(z) est donnée par l'intégrale= [ f(z)p(x)dz. Dans le cas3.3) nous avons

QZ//y(§1752)df2d€1=a/§1d€1/dfz+b/d€1/§2df2Za51'1+1'b§2-

De méme fagon, on calcule la moyenne(de- )2 :
T = [ [ ordads = [ [l -6+ (6 - &) £ 26 - )6 - &)]déads
Les deux premiers termes donnent les deux terme3.86),(le troisieme terme eétparce que
[ [~ - @ = [ & [ - &g -o-o

Dans le cas de3(4) tenez compte du fait, que la déviatigh — &1 | est petite et faites développement limité/tlg; ) dans
le point&y,
f&) =~ f(&) + f(&) (& - &),
d’ou on obtient immédiatement
y—g=f(&)~ f(&) = f(&)& - &)

Il vous ne reste qu’a prendre la moyenne

(y—10)?=f(&)(& — &)
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3.4 Méthode des moindres carrés, cas de régression linéaire

On mesurey; pour chaque valeur;, i = 1,..., N de lavariable du contrdlec. Pour les valeurg; on estime ces incer-
titudesAy; (ou ces écart types;). Par exemple, on effectue plusieurs mesures de chagteérouveAy;, voir sec.3.2
Dans le cas deégressionon suppose, que les valeurs:dsont “exactes”. [En réalité, nous n’avons giie; < Ay;.]

Le phénoméne est décrit par la loi théorigue- f(x; a), oUa = ai,aq, ... sont des parameétres phénoménologiques.
On cherche alors de détermineret, bien sar, les incertitudesa. Bien entendu, le nombre des mesuiesloit étre plus
important que le nombre des parametres

Lidée centrale de la méthodec’est de trouver telles valeurs des paramétregue la déviation moyenne quadratique
entre la théorie et I'expérience est au minimum. On cheroime & minimiser

o= 3 (8L’

Ici les écart types; (= les incertitudes a un facteur pres) de chaque mesyre;) jouent le role des “poids” : les mesures
avec plus précises sont prises en compte plus. Dans lméage ou

y=f(x) =a1x +ap, «o={a,a}
on adeuxparamétres, et on cherche

min F(a1,a0) = min Z <M>2 .

ai,ao a1,ao0 ag;

En introduisant la notation pour les “moyennes pondérées”

N N 1
EZQ_Q ou 2_27 et g :xiay%xiyhx?a (38&)
on exprime les valeurs dg etay,
_ [zy] — [=][y] i
a1 = [z2] — [2][z]’ ao = [y] — [2] a1, (3.8b)

qui minimisentF (a1, ag). Pour les écart types de deux parametres on trouve

o2 = %m 02 = o2 [x2]. (3.8¢)

Notez, que dans le cas simplifi¢ ~ o pour tousi on trouve, que
1 - o?
ST N’
Par conséquence, les incertitudes, et Aay décroissent comme/+/N. Une fois de plus on retrouve un résultat fonda-

mental que nous avons déja obtenu dans laZac.

Démonstration.Dans le minimum de&' (a1, ag) on adF' = 0. On obtient le systeme de deux équations linéaires avec
variables(ay, ap)

N
oF (a1z; + ap))o; “2_-9
9ay " ; { [zy] — ar[zx] — aglz] =0
= =
o _, N . [y] — aalz] — a0 = 0
da, Z (a12; + ap))o; =0
dont la solution est donnée p&.8h). O

1en terminologie anglaiseleast squares fit
°Notez, que dans le cas simplifi¢, ou tousdesont les mémesg] devient la valeur moyenng
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Exemples d’application de la régression linéaire.

1. Détermination de la résistance integn@’'une source de tension (voir TP GBF—Schémas équivalédisinesure
la tensionJ aux bornes d’une résistance variaBlet le couranf traversant cette résistance a l'aide d’un voltmétre
et un ampéremeétre. Par la théoreme de ThevEnia Uy — pl, ou Uy est la tension “a vide” de la source (voir
section “Electricité”).

2. Mesure des distances a I'aide d’une résistance variableir TP Capteur de déplacement). On riisous tension;;
la distancer est une fonction linéaire de la tensibhmesurée entre la borne amovible et la masse. On trouve
la droite de calibration:(V").

3. Mesure de la température en utilisant une résistancetiagl@t) ou une thermistance (voir TP Capteurs ther-
miques). Dans le cas de Pt, la résistance augmente linéaitavec la températufe® ; pour la thermistance la loi
est exponentielle et on utilise donc I'échelle logaritha@gDans les deux cas on obtient le parametres de la droite
de calibrationR(7°°).

4. Spectrophotométrie (voir TP). Détermination des cotraéinns en utilisant la loi de Beer—Lambert (en échelle lo-
garithmique). On construit la courbe de calibration pomté&nsitéZ de la lumiere absorbée en fonction de concen-
trationz et/ou de la longueur de la cuve

Exercice 3.5. Analysez un exemple concret de points expérimentaux présentés sur la figure ci-dessous.

7

Le valeurs(y;, ;) et les écart types correspondants sont suivants.

ri=1 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
yi 08 24 20 22 27 35 3.0 40 50 438
o; 05 10 02 05 05 05 05 1.0 02 0.5

En supposant que la loi théorique= f(x) est une loi linéaire) = a;x + ao, trouvez les valeurs des parametig®t a
et leurs incertitudef\a; et Aayg.
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Cas général de régression, forme matricielle. Soit f(x, o) une fonctionC> dex et de parameétres = (a1, s, ..., a,) "
et(?) une valeur quelconque des paramétres,diteur de départLe n-vecteur de gradient

Vo f = <5f(%04) 0f (x,a) ___8f(x,a)>

Oar = Oas Oay,

donne la linéarisation de cette fonction dat®. Dans chaque poirtz;, v;) on calcule
o 8,]0(.7;1, Q(O))
N aaj

On voit que afin d’approximer les données, y;), il faudra résoudre un systeme deéquations linéaires pour trouver
variablesa; = o; — a;o) (avec typiqguement < N). En forme matricielle on a

A . i=1...N et j=1...n.

a

A

Aa =1y, ougraphiquement Y (3.92)

ou A est une matrice x N, a est vecteur des inconnus de dimensigety est vecteur des données de dimensian

Avant de resoudre3(99, on le modifie pour tenir compte de différences en incatégides donnéeg. En d'autres
termes, on emploie la m.m.c. pondérée. Rappelons, que daaslle plus général, les données sont caractérisées par
la matrice decovariance(ou covariation en anglaig), une matrice symétrique de dimensidnx N dont les éléments
diagonaux;; reprsentent I'écart type (la dispersion ou variance) desiéleg); respectives, tandis que les éléments non-
diagonauxs;;; caractérisent corrélations entyget y;,. Notons qu’en pratique est rarement connue. Elle est souvent
supposée d’'étre diagonale{ = 0 pour tous # '), c’est a dire, on assume que pour téyé i’ aucune correlation entre
les mesures dg; et dey; existe. Dans le cas encore plus simplifié, on suppgse- s pour tousi. On obtient I'équation
pondérée en multiplian8(99 paro—! a gauche,

o lAa=0"1y. (3.9b)

Ainsi les données dont la variance est moins importantesuptus de poids dans la somifg.
Afin de resoudre3.9b), on le transforme en multipliant & gauche pHr (matrice A transposée). Cela donne

Sa=(ATo'A)a=ATc" y =0, (3.9¢c)
ou graphiquement

|a: \A—T‘ |a: \A—T/ :lb

o1 A o1

Y

Au présentS est une matrice carrée de dimensior n eta etbh sont vecteurs de dimensian On a donc a résoudre un
systeme dex équations poun inconnus. Si bien suiet S # 0 (et en pratique on demandet S > 0) la solution est

a=S8"1tb=5"14To"1y, (3.9d)

ou les élément$S—1);; de la matriceS—! donnent la covariance des paramétest a;/. L'écart type dea; étant
(S~1);; on définit la matrice de correlatiafi dont les éléments sont

C
V(8715 (5715

Exercice 3.6.Dans le cas = 2 avecf(x; o) = a1 + asx, Vérifiez que la solution trouvée ainsi dans3(9d correspond
a celle trouvée dan8(8b).

Cjjr =

Exercice 3.7.Démontrez plus généralement, que la solut&@d@ conforme au principe de la m.m.c. Pour cela exprimez
F(«a) en utilisant les matriced eto et donnez les équations pour trouveif,, F'(«).

Iteration m.m.c. Dans le cas de ofi(x, o) est une fonction linéaire de paramétres: (a1, as, ..., a,,)7T, la solutiona
dans 8.9 est finale. (Dans ce cas, la valeur de dépéht peut étre choisie librement, par exempl® = 0.) Autrement,
on obtient

a® =@ ¢ a,

calcule de nouveau la matrice= A" et repete la procédure m.m.c. Evidement, nul garantit laegence. Elle dépend
largement du choix du dépaxt?) et des correlations entre les paramétres.
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TP-1 Solution des systemes des équations linéaires

But de TP. Ecrire et tester une procédure de langdgpl e V. 3 permettant la solution d'un systeme d’équations
linéaires par la méthode de Gauss sans choix d’élémengpitvot

Notions de base. On cherche a obtenir une solution= (z1, ..., z,) d’'un systeme & équations linéaires écrit sous la
forme matricielle suivante
Ax =0,

ou A est une matrice x n, x est le vecteur des inconnus,be¢st un vecteur constant de dimensiarOn suppose que
det A # 0 et donc la solution uniqud —! b existe.

Pour chercher: on utilise une procédure standard connue comme la métho@madss. Selon cette méthode, on
cherche d’abord a transformdr— A’ par la procédure de I'élimination (de colonnes) en formengulaire supérieure
avec les entrées sur la diagonale principale égalesEen méme temps est transformé ed’. Par la suite on résout
I'équation A’ x = b’ en utilisant la substitution inversbdck substitutionen commencant par la derniere composante de
2. Pour simplifier les choses, dans ce TP on ne fait aucun chéli&mdent pivotant.

Rappelez vous que I'étape d’élimination Gaussienne stachan pas. A chaque pas= 1,...,n on descend sur
ligne i de la matriceA. En ce moment, comme illustré ci-dessous, tous les élémgptde la matrice avegé < i sont
déja éliminés, c’est a dire ils sont égaufi.a

—_—

k

Par ailleurs, sur toutes ligngs> i les élémentsi;, aveck < 4, ainsi que sur toutes ligngs< i les élémentsi;;, avec
k < j sont aussi tous nuls. En plus tous éléments diagodawaveck < i sont égaux a.

Car on ne fait aucun choix de I'élément pivotant, on premés A;;. Il est donc important que # 0; si c’est n'est
pas le cas, prévoir d'abandonner la procéduf@h divise tous les élémenis;. aveck = i,...,n ainsi queb; parp :

AikﬁAik/pa k:]-a"'vn7 bz_>bl/p

Sii = niln'y arien d’autre a faire, I'étape de I'élimination se t@ine. Autrement on procede a éliminer la coloine
dans tous ligneg > 4, c’est a dire au-dessous de lighgvoir le carreau gris foncé dans la figure). Alors, de chagre!
j =1+1,...,n on soustrait ligne multipliée parr = A;, et on corrige également la partie droite:

AijAjk—rAik, kZi,...ﬂ”L, bj—>bj—7'bi.

(Notez que cela nécessitera une boucle double, une bouéleeexe enj et une boucle intérieure €n; notez aussi que
on est a I'intérieur de la boucle énlaquelle est la boucle principale de I'élimination.)

Une fois la phase de I'élimination est terminée, on procad #a substitution inverse en utilisadt et v’. Evi-
demment, car tous les éléments; aveck < n sont nuls et4,,,, = 1, on obtientz,, = b/,. On commence donc par
'avant derniére ligne: — 1. Sur chaque ligné = n—1,...,1 on utilise les composants, aveck > i déja trouvées
précédemment pour cherchgret on remplacé; parz; :

b; — b; — ZbkAik, i=n—1,...,1.
k=i+1

Quelques conseils de programmationelbpl e V. 3. Afin d’accéder aux certaines opérations matricielles cormesy
chargez la bibliothéque standard d’algebre linéaire
wi th(linalg):

Notez que siA est du typarat ri x (elle représente donc matrich les élémentsd;; sont accédés comni i , k] .
Ainsi, pour imprimer les éléments= 1, ..., n de colonné: on utilise la boucle suivante



10 7janvier 2015 Travaux pratiques TP-1 D. Sadovskii—A. Sokol

for i from1l to n do

print(Ali,Kk]);
od;

L'avantage d'utiliser les objets du typeat r i x ouvect or (par rapport aux listes) est dans la possibilité de chamger |
valeurs de leurs éléments individuellement par une sintpi®ation, par exemple

for k fromi to n do
Ali,Kk]l:=Ali,k]/p; # rescale i-th row
od;
b[i]:=b[i]/p; # rescale the rhs entry

Notez que ici le diesé (dit hash) précede les commentaires. Vous trouverez ce type d’othgets les langages les plus
anciens, tels commeORTRAN ou BASI C, ou ils sont appeléARRAY. Vous pouvez imposer I'usage de ces objets dans
la définition de votre procédure de fagon suivante :

# sinple in-place Gauss elimnation code without pivoting for Maple V.3
gausselim:= proc(A matrix, b:vector)

local n,i,j,k,p,r;

n: =r owdi m(A) ; # di nension of the matrix

RETURN( eval m( b)) ;
end:

Notez aussi la déclaration des variables locales a votreéproe. Ces variables ne sont pas visibles ni accessibles en
dehors de la procédure ou les mémes noms peuvent servirtéed' @hoses. Utilisezowdi mpour trouver la dimension

de A. Enfin, utilisezeval mpour retourner le vecteur de solutiérpar sa valeur et pas par son nom. |l vous sera aussi
peut étre nécessaire de utilisaral f afin de convertir vos résultats finales et intermédiairesanhres flottants. Dans

ce cas utilisemap afin d’appliquereval f a chaque élément d’'une matrice ou d’un vecteur, par exemple

map(eval f, b);
Enfin, pour tester votre procédure faites

A:=mtrix([[21,2,3],[7,8,9],[4,6,5]]); Al:=copy(A):
b := vector([1,2,3]); bl: =copy(b):
gaussel i m(Al, bl);

Notez que notre procédugaussel i mdétruitla matriced et le vecteub initiaux et les remplace par la matrice en forme
triangulaire supérieure et le vecteur des solutions. PraiggoverA et b, il est impératif de faire leur copies. Cependant,
juste I'opération simpl@1: =A; ne suffit pas, car contrairement aux autres objets (vasaieples, listes), les matrices
(mat ri x), vecteurs\ect or), et tableauxt(abl e) ne sont pas attribués éfapl e V. 3 par leur valeur mais par leur
nom. Afin de les attribuer par leur valeur, on utilsepy ( A) oueval n{ A) . Vous pouvez donc utilisek etb pour un
teste ultime

linsol ve(A b);
et comparer avec la solution retournée par vgaessel i m (MVoir la description de la procédure standaichsol ve
dans la bibliothequki nal g.)

Questions. Quel est le défaut principal de votre programme ? Votre @nogne, est-il stable numériquement? Pour-
quoi? Quelle est le role d’élément pivotari2 Quelles sont les modifications nécessaires afin de pothaisicl’ élément
pivotant ?
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Texte du programme :

# sinple in-place Gauss elimnation code without pivoting for Maple V.3
wi th(linalg):
# NB: to preserve A and b in Maple V.3, use copy(A) and copy(b)

gausselim:= proc(A matrix, b:vector)
local n,i,j,k,p,r;
n: =rowdi m(A) ; # di nension of the matrix
for i froml to n do
p:=Ali,i]; # pivoting el enent

if p=0 then break; fi: # bail out to avoid division by 0
for k fromi to n do
Ali,Kk]l:=Ali,k]/p; # rescale i-th row

od;
b[i]:=b[i]/p; # rescale the rhs entry
if printlevel>2 then print(i,p,row(Ai)) fi;
if i=n then break fi; # stop with no rows left to elimnate
for j fromi+l ton do # elinmnate i-th colum fromall rows j>i
ri=Aj,il;
for k fromi to n do
Alj. k] o= AL KI-ALT, K] *r;
od;
b[j]:=b[j]-b[i]*r; # subtract fromthe j-th rhs entry
od;
od;
if printlevel>1 then print(n,Ab) fi;
for j froml to n-1 do # back substitute, store the solution in b
i:=n-j;
for k fromi+1l to n do
b[i]:=b[i]-b[k]*Ali,k];
od;
od;

RETURN( eval n(b));
end:
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TP-2 Métode des moindres carrées
Considerez les donnéesur les masses atomiquesdes isotopes en fonction de leur cha#gyet du nombre des protons
p et des neutrons (voir tableau). On définit la masse effective
m—meZ
n—+p

du noyau (corrigée par la masse des électraps= 5.485799 x 10~* u.a.) et on cherche de I'approximer avec une
fonction empirique d&Z et des paramétres= [a, b, ¢, d] et K,

Mg :=

d
Mg(Z)=a+bZ+cZ®+ 7K

Au premier temps on utilise la méthode linéaire et on fiked 0.5. Développez un programme de la méthode des
moindres carrées et obtenez les valeurs de parametregdeafz vos résultats. Comparez «théorie» et «expérience»
textuellement et graphiquement (voir la figure ci-dessaQsgl élément est le plus stabR

Calculez les matrices de covariatiSret de correlatiorC. En supposant que I'écart type des données est10~*

u.a., trouvez I'écart type des paramétre$résentez et interprétez vos résultats.

Effectve mass and nuclear stability

error 0.0005623310558
1.004 1

(2)=(0.993578746)
(b)=(0.0000366236821)
1.003 { (c)=(0.000000026168775)
(d)=(0.009697816281)

1.002 1 k=0.5

1.001¢

0.9997

0.9987

0.997 1

o 20 40 60 80

atom ¢ nunber Z

Enfin proposez et réalisez une procédure itérative poumigei la valeur des.

Svoir «Atomic weights and isotopic compositionx |t p: / / physi ¢s. ni st. gov/ PhysRef Dat a/ Conposi t i ons/]par J. S. Coursey, D.
J. Schwab, & R. A. Dragoset, NIST, Physics Laboratory, OffitElectronic Commerce in Scientific and Engineering Data
4 pour l'interprétation physique, voir le matériel du couesphysique atomique sur la stabilité des noyaux et les deuncss de I'énergie nucléaire


http://physics.nist.gov/PhysRefData/Compositions/
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Texte du programme :

# exanpl e of the nonlinear |east square fit [DS, 11 Cct 2005]
# dependence of the effective atomic mass Meff on the charge (atom c nunber) Z
wi th(linalg):

# mass of the electron (all masses in a.u.)
me = 5.48579910e- 4,

# definition of the effective nass
Meff = (Z,n,mM->(mme*Z)/n :

atomic_data : =
# [

—_

. 00866 ],
.007825] ,
. 01410],
. 01605] ,
.01603] ,
. 00260] ,
. 01512] ,
.01600] ,
.01218],
, 10, 10.0129 ],
‘B, 11, 11.0093 ],
12.00000] ,
C , 13, 13.00335],
N, 14, 14.00307],
N, 15, 15.00011],
O , 16, 15.99491],
‘O, 17, 16.99913],
o
Al
P
K
K

FH49I=

73

ONoRrOWONEEF

o
S )
O~NOPAWWNEPRE

Q
H
»

, 18, 17.99917],
©, 27, 26.9815 ],
, 31, 30.97376],
, 39, 38.9637 ],

JWRRXRRINNOPODTTEWWNNERERPO
w

=

, 41, 40.9618 ],
[21, *Sc', 45, 44.95591]

[22, “Ti‘, 48, 47.94795],
[27, *Co', 59, 58.93320],
[35 ‘Br', 79, 78.9183 ],
[39, ‘Y , 89, 88.90586],
[45, *Rh', 103, 102. 90550] ,
[55, ‘Cs',133,132.90543],
La‘, 139, 138. 90636] ,
[65, *Tb', 159, 158. 92535],
[69, ‘T, 169, 168. 93423],
[70, *Yb',171,170.9363 ],
[73, ‘Ta', 181, 180. 94801],
[79, ‘Au‘, 197, 196. 96656] ,
Bi <, 209, 208. 98039]
[92, ‘U ,238,238.05079],
Pu‘ , 238, 238. 04956]

o1
N

o
w

©
>

]:
# estimated uncertainty of the data
sigma : = 0.0001;

# approxi mating enpirical function

Kval := 0.5;
Feff :=Z ->a + b*xZ + ¢cxZ"2/2 + d/ Z"Kval
S:=0:

Svars:=[a, b, c,d]:
for t in atom c_data do
tm= Meff(t[1],t[3],t[4]);
S:= S+ (Feff(t[1]) - tm~"2;
od:
S := eval f (expand(9S));
dS: =convert (grad(sS, Svars),list);
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# determ ne paraneters
ss: =sol ve(convert (dS, set),indets(S));

# conpute the covariation matrix

M : = inverse(convert ([seq(map((t,v)->coeff(v,t),Svars,i),i=dS)],matrix));

dM = [seq(sqrt(Mi,i]),i=1..nops(Svars))];
Mc: = di ag(100$nops(Svars)):
for i from1l to nops(Svars) do
for j froml to i-1 do
Me[i,j] :=round(Mi,j] / (dMi]*dMj]) * 100);
od:
od:

subs(ss, Svars);
map (t->t*sigma, dM;
print(M);

for i from1l to nops(Svars) do
printf(‘% 9%2.5e [9%9.3e]\n",
convert (Svars[i],string), subs(ss, Svars[i]),dMi]=*sigm);
od:

# present results theory vs experinent
for t in atom c_data do
tm= Meff(t[1],t[3],t[4]);
printf('98i 9®Rs[9Bi] %0.6f %.5f (9%b.0f)\n',
t[1],t[2],t[3],t[4],tm (subs(ss,Feff(t[1])) - tm*1led

od:
sO : = sqgrt(subs(ss,S)/nops(atonic_data)):

D. Sadovskii—A. Sokol

printf(' nean square deviation %.5f for % points\n',s0, nops(atonmic_data));

pl ot set up( ps, pl ot out put =" at om cdat a. ps‘, pl ot opti ons=* col or, portrait, noborder*);

pl ot s[ di spl ay] (
[
plot (map( t->[t[1], Meff(t[1],t[3],t[4])], atom c_data ),
‘atom c nunber Z'=0..90,
col or=red, style=PO NT, synbol =Cl RCLE),
pl ot (subs(ss, Feff(x)), x=1..90, color=blue, style=LINE, thickness=2),

plots[textplot]([15,1.0042,cat(‘error ‘,convert(s0,string))], col or=blue, align=RlI GHT),
plots[textplot] ([15,1.002,cat(‘'k=",convert(Kval,string))], col or=blue, align=Rl GHT),
seq(plots[textplot] ([15,1.004-i+*.00032, convert(Svars[i]=subs(ss, Svars[i]),string)],

col or =bl ue, al i gn=RI GHT)
i =1..nops(Svars))

f ont =[ HELVETI CA, 18],

axesf ont =[ HELVETI CA, 18],

| abel f ont =[ HELVETI CA, BOLD, 22] ,

titlefont=[ HELVETI CA BOLD, 24],
title="Effectve nass and nuclear stability');
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TP-3 Méthodes itératives. Itération de Newton, étude de c@&rgence

Les méthodes itératives, dont celle de Newton (1643-17a7a@lus célebre, sont employées pour résoudre les égaabalinéaires

de forme généralg(z) = 0. On note qu’en particulier, ces équations apparaissent ldarecherche locale des extremums d'une
fonction F'(x) pour laquellef = dF/dz, et que par conséquence, ces méthodes s’appliquent dapobismes d’optimizatiorDeux
regles générales s'imposent pour éviter les piédeen choisir le point de dépatt et connaitre I'intervallérmin, Tmax) OU Se trouve

la solution.

TP-3.1 Lapproche de Newton dans une dimension

Vers 1669Newtonavait proposé cette méthode afin de trouver la racine d’uynpate cubiquef(z) = = + 622 + 10z — 1. Plus
généralement, considergz: R — R : =z — f(z) et supposez que ses dérivégset f existent au moins dans un intervalle
[Zmin, Tmax]. En utilisant le développement limité jusqu’a premier efdr

fla+A) = fz) + f'(z) A+ O(AY),
c’est a dire, en utilisant 'approximation linéaire au Voige du pointz, nous cherchofida racine dans: + A :
fl@+ A= flz)+ fz)A = A=—f(z)/f ().
Alors, on choisit une valeur de dépaig et on obtient une séqueneg, k = 1,2, 3, ... avec
Thp1 = xk — fl@R)/f (z8). (TP-3.1)
Cela représentétération Newtonienne
Exercice TP-3.1. En prenant:, = 2 trouvez la racine:® + 622 + 10z — 1 en utilisant la méthode de Newton. Fait le d’abord a la

main, puis a l'aide d&hpl e V. 3. Caractérisez la convergence de la méthode. Proposezérectiarrét.

TP-3.2 Généralisation aux plusieurs dimensions
Au présent, considerons I'application

f x1 J1(%)
f= DR =R E = 0 | = f(2) =

et supposons quef;/dx; ainsi que tout les deuxémes dérivées existent dans un ddmain:, deR™. Rappelez que dans ce cas le
développement limité nous dorfhe

Ve f1(7)
f@+A) = f(@) +ID) A+ O(|AIP) oul(@) = ; etV fi(%) = (0fi/0x1,...,0f:/dxn).
Vz fn (Z)
L'itération de Newton TP-3.]) prend la forme suivanfe
Tryr = T — I (@) flan). (TP-3.2)

Notons, qu’une approche similaire basée sur la linéaiarate la fonctionf (=, ) est utilisée dans le cadré de la m.m.c. (voir Se4.
et TP-2) afin d’'optimiser les valeurs de parametredont f dépend de fagone nonlinéaire.

Exercice TP-3.2. Considerez le cas avec= 2 et trouvez la racine de

) = (m‘;’ - lewg : 1)

5 )
3xixe — x5

au voisinage de pointo = (—0.6,0.6) en utilisant la méthode de Newton. Fait le d’abord & la maiis p I'aide deVapl e V. 3.
Caractérisez la convergence de la méthode. Proposez umisiapk critéres d’arrét. Enfin considerez si ce problémeesponde &
une recherche (locale) d’'un extremum d’'une fonctionR? — R : (w1, 22) — F(z1,22).

5Dans cet ordre, il s'agit tout simplement de la formule_@ébnitz i.e., de la définition dg’ ; pour les degrés plus élevés, c’est une séri@ayeor.

6Evidemment en plus d’existence des dérivées nous devonaramauef’ (x) # 0 pour toutr € [Zmin, Tmax) !

"Ici le JacobianJ est une matrice carrée de dimensiornn, et legradientV f est un vecteur-ligne de dimensian i.e., chaque ligne dé est le
gradient d’'une composante ¢e Notez aussi que afin de pouvoir inverfidans tout le domain& nous devons supposdet J(xz) # 0 pour tout
x € U, i.e., 'absence degoints critiquesde f, comparez avec le cas d’une dimension dans la@ote
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Solution de I'exerciceTP-3.2 Soité = # = (z1,22)” € R?. On compute :

2 2 2 2
LT — 23 —2x1732 . 2 212 4 Sl 3 1 — x5 23172
00 =3 (5ot FTR) ded(© = Bt +ad)’ <ol 7O = g (e 2.
On voit que le seul point critique de I'applicatiof(¢) de I'exerciceTP-3.2est{ = (0,0). Par conséquent, nous devons choisir
U C R?\ {(0,0)}. En pratique, il vaut mieux de s’éloigner & 0) mais de ne pas aller trop vers lardg$l > 1 car les trois racines
de f(€) = 0 sont(—1/2,++/3/2) et(1,0). Par exemple, on pourrait travailler dans un annBag {0.1 < ||| < 2}. Ainsi, en
choisisant(® = (—%, %) comme le point de départ, nous obtenons pour les itératiemgdwiennes successives

k ¢ 1) 7€Ml
0 [.5,.5]

1 [-.3333333333, 1.000000000]  [—-.037037037, —.6666666667] .6676946807
2 [—.4622222222, .8466666666] [—-.1047291957, —.064258864] 1228715022
3 [-.5018742425, .8657762898] [.002156538, .005250658] 0056762720
4 [-.5000009238, .8660219539] [—.000007578, .000007575] .0000107147
5  [~=.5000000000, .8660254039] [0, —.2] x 107° 2x107°
6 [—.5000000000, .8660254038] [0, 0] 0

Dans la figure ci-dessous on visualise ces itérations (btecee) sur le graphe dgf(¢"))|| (contours rouges)

Convergence of Newton'’s iterations

X1
¢ 0 0.5 1

Q5]

[N

,,0 X2

Pour répondre a la derniére question de I'exercice, rappaia’une telleF’ : R? — R existerait seulement si ses deuxiémes dérivées
partielles mixtes sont les mémes. Parmis les deux pos$é#itn choisit

OF(£)/0x2 = f1(§) et OF(§)/0x1 = f2(§),

et on vérifie les deuxiemes dérivées partielles

32F(f) _9A(§) =3( 2 2) et 32F(f) _ 9/2(§) = 3( 2 2)

17— T2 Ty — Tz).

8%2 8%1 8%1
Par intégration on obtient

8%1 6272 8%2

F(€) = a2 — 123 — z2 +const  etdonc VF(€) = (f2(€), f1(€)) = <(1) é) f&), G = %TI; = <(1) é) J(€)

ou la matrice symétriqué(¢) des deuxémes dérivées HES) est appelé&aussiarde F'. Alors, effectivement, il s’agit d’une recherche
(locale) de I'extremum de la fonctioR(¢) par une méthode d’ordrz(exploitant les deuxémes dérivées).
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Texte du programme :

# solution of the system of nonlinear egns using Newton' s nethod, DS 2010-11-09

wi th(linalg):

xi = [x1,x2]: # vari abl es

nvars : = nops(xi): # di mension of the system

# a handy auxiliary function to produce a |list of var=val ue
eqzip := (a,b) ->zip( (i,j)->=, a,b):

# function to determ ne the value of vector-valued function f, return as |ist
# assune that the values of variables x and those of can be vectors or lists

fval := proc(x,f)
subs( op(eqzi p(xi,convert(x,list))), convert(f,list) )
end:

# prepare the quantities used in the iteration
f = [x1"3 -3*x1*x2"2 -1, 3*x1"2*x2 -x2"3]; # local diffeonorphismR2 -> R2

J .= matrix(map(grad, f,xi)); # Jacobian matrix of f
factor(det(J)); # det(J)=0 only for xi=0

# NB even though Maple thinks of grad as a vector it packs themlinew se
iJ:=inverse(J); # inverse Jacobian matrix

df : =map(factor, convert (eval n{iJ&f),list)); # correction vector f(x)/f’(x)

xi0 :=1[-0.5,0.5]; # initial point

fo = fval (xi0,f): # initial function value

nfO0 := norn(fO0, 2): # normof f (used to neasure the error) at initial point
xv := array(0..inmax): # book keeping storage of iteration steps

xv[0] := [op(xiO0),nf0O]:

tau := le-2: # relative tolerance of solution inprovenent

imax := 32: # maxi mum nunber of iterations

for i from1l to imx do # Newton’'s iterations
xil := convert( evalmxiO - evalf(fval (xi0,df))), list);
f1 = fval(xil,f); # function vector at the new point
nfl := norm(f1,2): # its norm

xv[i] :=[op(xil),nfl];
lprint(i, xil1, f1, norn(f1l,2));

if i=imax or nf1=0 or abs(nf0/nfl-1) < tau then break fi;
xi0 := xi1;

fo:=f1;

nf 0: =nf 1;

od:

pl ot set up(ps, pl ot out put ="/t np/ Newt on-iterations.ps‘, plotoptions='color,portrait,noborder’):
Rl :=1: R2 := RL: # sqrt(RL"2-x1"2):
pl ot s[di spl ay] ([

pl ot s[ cont our pl ot] (sqgrt (dotprod(f$2)),x1=-Rl..R1, x2=-R2. . R2,

cont our s=60, grid=[128%$2], col or =RED, axes=BOXED) ,

plots[textplot3d]( [op(xv[O0]),convert([op(1..2,xv[0])],string)], align={LEFT, TOP}, col or=BLACK),

pl ot s[ spacecurve] ( [seq(xv[k], k=0..i)], col or=BLUE, t hi ckness=3)
], projection=1, orientation=[-90., 0], scaling=CONSTRAI NED, #view= 0..10,

title=' Convergence of Newton's iterations', titlefont=[‘HELVETICA, 18]);
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TP-4 Projet : étude des vibrations d’'une molécule diatomige

Introduction.  Plusieurs séances de TD/TP et du cours seront consacrégu@jate Les étudiants se groupent en bi-
ndémes. Les bindbmes choisissent différentes moléculegj&aindme prépare une présentation orale du projet dééendu
devant un jury de 2—-3 enseignants, qui interviennent danedars des vibrations (Hadj Abdelhak, Robin Bocquet), de
mécanique (Boris Zhilinskii, Guillaume Dhont) et de physanathématique (Christophe Przygodsky). Le projet est not
La note remplace celle d’'un DS.

But de projet. On découvre trois thémes principales du calcul numériqokitisn des équations (méthode de Newton
et autres), intégration d’un systéme des équations diff@lées ordinaires du premier ordre (méthode RK), anatiese
Fourier (transformation discréte, FFT). On apprends afesiploiter les possibilités du calcul symbolique du lagic
Mapl eV. 3.

Notions de base : rappels sur la physique moléculaire On caractérise les molécules diatomiduear leur distance
interatomique d’équilibre, et leur énergie de dissociatidn., voir quelques exemples ci-dessdus

molécule état D, (eV) 7. (A) 1o (cm™) molécule état D, (eV) r.(A) 1o (cm™)

LiH > 247 1.596 1406 Ho ¥, 45 0.741 4401
(6{0) > 11.2 1.128 2170 N2 ¥, 9.8 1.098 2359
HCI > 4.4 1.275 2991 O, 329 5.2 1.208 1580
HF > 5.8 0.917 4138 Fs ¥y 1.6 1.412 917
NO > 7.0 1.151 1904 Cly Yy 2.5 1.988 560

L'énergie totale ou I'hamiltonien est (igi est la masse réduite, voir probléme de deux corps en courgdamaue)

v
2p

mims

H="—+V(z), olz=r—r,, etu=

mi + mo '
On représent® (z) par différentes fonctions empiriques, parmi lesquellgsoientiel de Mors¥
Var(z) = Do (1 — e (/) )?, (TP-4.1)

ou lepotentiel de Lennard-Jon¥ddit «6—12»

12 6 b
Vi (r) = e [(5) - (%) } =02 avecr=r. 41, (TP-4.2)
r T r r
ou encore lgotentiel de Kratzer
Vi(r) = a_; ~ 8ty avecr =1 + . (TP-4.3)
T r
sont les plus connus. Enfin, dans I'approximati@mmoniqueon utilise le potentiel quadratique
k 2
Vo(z) = 5% (TP-4.4)

ou k connu aussi commi, ou k... est un appeléonstante de force harmonique
En mécanique classique, on obtiens les équations haneiftnas du mouvement pour les variables canoniques conju-
guéesr etp
de. . OH p dp . oH  dV
a op a P70 T A
Cela est un systéeme des équations différentielles oréimain premier ordre, prétes pour l'intégration numériquer (v
méthodes de Euler et de RK). Pour passer en mécanique dassgtonienne, on observe que

—F(x).

et on considere donE(x) comme une force agissant sur la particule de masse

8\oir les cours de la mécanique quantique (Zhilinskii, Dhetides vibrations (Hadj, Bocquet, Sadovskif) ainsi quedendiceTP-4.1

9 Huber, K. P. & Herzberg, G. (1979Molecular Spectra and Molecular Structure V. Constants Qiitomic Molecules(New York,
Van Nostrand, Reinhold) htt p://hyper physi cs. phy-astr. gsu. edu/ hbase/t abl es/ di at om c. ht M ; Computational Chemis-
try Comparison and Benchmark Database. Part Xl — Vibmsio(Aug. 2005) NIST Standard Reference Database 101, Reledse 1
http://srdata. nist.gov/ccchdb/vibrations. asp.Notez qu'en anglais. est appel@quilibrium separatiorou bond length

1OMorse, P. M. (1929) Diatomic molecules according to the waeehanics. Il. Vibrational level®hys. Rev34, 57-64.

11 ennard-Jones, J. E. (1931) CohesiBroc. Phys. So#3, 461-482.


http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/tables/diatomic.html
http://srdata.nist.gov/cccbdb/vibrations.asp
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Unités. On utilise le systeme des unités atomiques (u.a.) danslliégqgsel. L'u.a. d’énergieF,, nommé Hartree, est
égale a 2625.5 kJ/mol, 627.5 kcal/mol, 27.211 eV, ou 21%4dd . Le cnT ! est utilisé souvent en spectroscopie pour
exprimer les fréquences de vibration et/ou les énergiassiApour obtenir la fréquence en Hz on multiplie pan cm.
L'u.a. de longeur, ou rayon de Bohr, est égale 0.529177210(2) A. Les u.a. deevasle charge sont, respectivement,
la massen,. et la charge: d’électron.

Choix de la fonction potentielle, calcul des parametres. En exploitant la mode symbolique d&pl e V. 3, trouvezles
relations entre caractéristiques moléculaitesD.., etw, et les paramétres des fonctions potentielligs V1., et/ouVik.
Peut on reproduire correctement les trois caractérissigueaites le calcul pour le molécule de votre choix. Chagiss
le potentiel le mieux adapté pour la description des petlisations autour.. Donnez approximation polynomiale;
determinez les constants de force harmoniket cubiquek,.... Faites le dessin de differents fonctions potentielles et
des approximations quadratique et cubique.

Calcul des points de retourr; etr,. Pour une énergie donnée et en exploitant I'approximatiauoatique, trouvez
les intervalles de pour chercher; etr,. Par la suite, utilisez la procédureol ve pour trouvez les valeurs numériques
exactes etrs. (Alternativement utilisez la méthode de Newton étudiel@i3) Developpez une procedure pour une
énergie quelconque< F < D.. Faites le graph de, (E) etro(E) pour0 < E < D,.

Intégration numérique de z(¢) et p(t). Pour une énergie donnée choisissez les valeurs de déjparet p(0). Par
exemple, le point de retour; («a gauche») ou le point = 0. Trouvez symboliquement les équations hamiltoniennes
du mouvement. Donnez ces équations numériquement pourlé&ub® choisie et en forme compatible awd=ol ve.

En exploitant 'approximation harmonique, estimez la péell’ ~ T, et déterminez le pas d'intégratien par exemple
Ty/64. Utilisezdsol ve en mode numérique RK-4 pour calculgit) etp(t) avect =0, 7,27, ...

Intégration numérique : calcul de la périodeT. Dans le cas:(0) = 0, avancez:(t) et cherchez le temp$ > 0 pour
lequelz(0) se trouve dans l'intervalle entrgt’) etx(t' 4+ 7). Dans le cas:(0) = r1, avancez(t) et cherchez le temps
t"” > 0 pour lequep(0) = 0 se trouve dans l'intervalle entpét”) etp(t” 4+ 7). Améliorez votre résultat de fagon itérative
(dichotomie, méthode des tangentes, section d’or ...) afinadiver le temp§’/2 > 0 pour lequelz(T'/2) = x(0).

Intégration numérique : exploitation et présentation des Esultats. Redéfinissez en utilisant la valeur exacte de la
période ; tabulez(t), p(t) pour une période. Calculez I'action

I—l/d—I/T'dt
27 pa:—27ropq.

(Ici l'intégrale est prise le long de la trajectoire pour yele.) Notez que le calcul depeut étre incorporer dans l'intégra-
teurdsol ve. Dessinez vos trajectoiregt), p(t) dans I'espace des phade$. Vérifiez (ou démontrez graphiquement)
que I'énergieH est conservée. Calculez la périodéF) et I'action I(E) pour differentes énergies dans l'intervalle
0 < E < D., faites un tableau et les graphs.

Transformation Fourier. Comparison avec la théorie des peturbations. Pour la comparison voir le texte de Hadj,
section «force asymétrique». (Traduire ?)
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Calcul des énergies quantiques. On cherche les solutions,, de I'équation de quantification
I(E,)=n+3 OU0<E,<D. etn=0,1,2,...

Faites un tableau dE(E) avec un pagg suffisamment petit, tel qu& < 1. Approximez ces données par une fonction
lisse, telle que
T(E) = ag + asE* + a4E* +b(D. — E)*.

(Question : quelle méthode faut il utiliser ?) Utilisez ldateon T'(E) = dI(E)/dFE afin d’approximer en méme temps
l'intégrale de I'action/ (E). Confirmez et démontrez vos résultats graphiquement.

707 Morse potential for CI-Cl
60 De=20120.53949 cm-1 60
w0= 560 cm-1 )
50 il
50 A
ﬂga
I |
40,«“‘z
40+ o
7] r
a.u. o
30t 01|
Action S(h) #,age
o2 g
203,#%*22'aa d
20+ ey i
zggaad s"sd
7] sl
10+ 293#'9999‘ uaae"““”a*gda‘ﬁ
500%T(h) .0

0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Energy h/De
Trouvez les intervalles d’énergie pour les valeurd@g) = n + % oun = 0,1,2,.... Dans chaque intervalle, faites

les itérations pour trouver les solutions numériques @sadltest possible ici de faire appel a la procéduwsel ve avec
votre approximation pouf(E).
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TP-4.1 Appendice : Potentiels moléculaires (B. I. Zhilinsk)

Pour décrire les vibrations des molécules diatomiques o gtedier le probleme unidimensionnel du mouvement
d’'un particule de masse effectiyedans un potentidl/(x), qui dépend d’'un certain nombre de parametres. Les valeurs
numeériques des parameétres peuvent étre retrouvé a padimaetes expérimentales pour les molécules concrétes.

Les données «expérimentales».On considere comme les données «expérimentales» qui @aseot les molécules
diatomiques :

1. Distance entre les noyaux dans la configuration d’équeitib.

2. Fréquence harmoniqug, c’est a dire la fréquence d’oscillateur harmonique, quridées petites vibrations prés
de la position d’équilibre.

3. Energie de la dissociatial., or la différence/ (r = oo) — U(r = r.). Cette énergie est nécessaire pour séparer
les atomes (briser la liaison chimique).

4. Les masses; etmo des atomes, voir le tableau périodique.

0. Sans concrétiser la forme du potentigl écrivez I'hamiltonien uni-dimensionél, que vous allez utiliser pour
décrire les vibrations d’'une molécule diatomique. Expdri@gemasse: en fonction den; etms.
1. ConcrétiseZd en utilisant le potentiel harmoniqué(r) = k(r —r.)?/2. Ce potentiel dépend de deux paramétres,
k - constante de force, et. Relier ces constantes avec les données expérimentate Bae le modéle d’oscillateur
harmonique peut reproduire la fréquence de vibrationgdist d’équilibre, énergie de dissociation) avec propréxaes
parameétres ? Donnez la relation eritret la fréquence de vibration.
2. Concrétise en utilisant lepotentiel de Kratzer
a b
UK(T‘) = IQ -
dépendant de deux parametrest b. Pourquoi ces parametres doivent étre positives dans léesagibrations molécu-
laires ? Pour le potentiélk, exprimez la distance d’équilibre, la constante de force harmonigliget I'énergie de la
dissociationD., comme fonctions des paramétfesb). En utilisant le fait, que-., k, et D. ne dépendent que de deux
parametres etb, trouvez la relation entre., k, D, imposé par la forme dEx.
3. Concrétiser le hamiltonien en utilisant le potentield#itLennard-Jones :

Ap Ag

Ce potentiel dépend de deux parameétrks,A12. Pourquoi les constantes sont obligé d’étre positives g6 voodéliser
les vibrations moléculaires ?
Exprimer pour le potentiel de Lennard-Jones la distancgudliére, z.., la constante de forcé,, I'énergie de la dissocia-
tion, D, comme les fonction des parametrgs A;-.
En utilisant le fait, quer., D, k. ne dépend que de deux paraméettg®t A,,, trouver la relation entre. , k., D, imposé
par le potentiel de Lennard-Jones.

4. Le potentiel de Morse

U(I) - D (e—Za(z—zo)/zo _ 2e—a(r—rg)/zo)

dépend de trois parameétrBs «, zo. Exprimer pour le potentiel de Morse la distance d’équdibt, la constante de force,
ke, 'énergie de la dissociatior)., comme les fonctions des paramétiesy, x.

5. Les paramétres du potentiel de Morse pour les trois migééd, HCI, |5 sont données dans la table

Molécule | 2-,cm™! D,cm~!  «a

Ho 60,8296 38292 1,440
HCI 10,5930 37244 2,380
lo 0,0374 12550 4,954

Calculer la distance d’équilibre, la fréquence harmonigtiéénergie de dissociation poui,, HCI et |, a partir
des parametres de potentiel de Morse et de masses des akshes. que ces trois parameétres satisferont (au moins
approximativement) la relation trouver pour le potentieKtatzer ou de Lennard-Jones?

Est ce qu’on peut utiliser le potentiel harmonique, le ptiédile Kratzer ou le potentiel de Lennard-Jones pour les
vibrations de ces trois molécules de facon approximativie@ui proposer les valeurs des parameétres a prendre pour
chaque modeéle.

6. Pour une molécule de votre choix proposer le potentiel @deziér (de Lennard-Jones) qui vous permet reproduire
I'énergie de dissociation et la fréquence harmonique. &&ter ce potentiel et le potentiel de Morse initiale surdéene
graphique.
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TP-5 Intégrateur numérique des équations differentiellesordinaires

But de TP. Ecrire et tester une procédure en langhgpl e V. 3 permettant I'intégration numérique d’un systéme des
équations differentielles ordinaires (é.d.o) d’ordlar la méthode @Euleret ces améliorations. Comme exemple concret,
considérer lgpendule plarde large amplitude (voir les cours tE&caniqueet deVibrations.

Généralités mathématiques Rappler la formule déeibnitzdéfinissant la derivé¢ = dq/dt. Quelle est la différence
entre les équations différentielles ordinaires et paeset Dans un systeme mécanique, qui joue le réle de la variabl
indépendante (variable d’intégration)? Comment tramsésm équation(s) d’'ordrés > 1 en un systéme de x k
équations d’ordré ?

Généralités physiques On dérive les équations de mouvement pour notre systemeetoAmsi, en utilisant la méca-
nigueLagrangiennous avons +wg sin p = 0 0llwg = +/g/I peut &tre mise & par un changement d’échelle de temps
t — t/wp. Par la suite, en utilisant deux variablgg) = o (t) ety(t) = ¢(t) on obtient le systéme de deux é.d.o d’ordre
1:

=y

Y= —sinzx

= 4= f(9), avqu:@’) etf(q):< Y >

. 2 . o
gp—i—wosmgo—0=>{ _sing

Obtenez les mémes équations en utilisant le formalidarailtonienet variables dynamiqués, p,, ).

Notions de base sur la méthode &uler En fixant les conditions
initiales ¢o := ¢(0) pour l'instantt = 0 et le pas en tempa,
suffisamment petit, on essaye de retrouver les valguygpoutt >

0. Ainsi on trouve latrajectoire, une courbeR — R? : t — q(t) s
dans lespace des phaseg notre systeme des é.d.®8 avec les
coordonnéesr, ). Soit? t; = iA;, ¢; = q(t;) et f; = f(ti, q)-

Afin d’avancer (intégrery(t) en tempg selon I'équationj = f(q),

on exploite la formule deeibnitzq(t; + dt) = ¢; + d ¢; a l'instant Bl
t=1t;,1=1,223,...00dg; = f;dt = f; A; pourdt =~ A;. On
effectue alors Ipas d’Euler

Phase space portrait for pendulum

15 steps of 0.2

qi+1 = Q1+,f1 At, ) 20,1,2,... (TP'Sla)

Cette simple méthode donne la précision est d’ofdfA¢?), mais

on observe aussi que les ereurs s’accumulent—ce qui esjraius. o
Pour améliorer Iastabilité par rapport a la trajectoire exacte, on mo-
difie la procédureTfP-5.13 de facon suivante

N

tiv12 ==t + 50 Gprj2 =G+ 51 A,
fivry2 = f(tiz1/2: Gip12), (TP-5.1Db)
Giv1 =@ + fiy12 A, 1=0,1,2,...

ou la derivéedq/dt pour le pas final est calculée «au milieux»
de lintervalle A;. La précision devienO(At?) dans la méthode

d’Euler-Cauchy(ou effectue une ou plusieures itérations option- |
nelles pour affiner la valeuyf; ; de f au point final)

Giv1 = @i+ fide,  fix1 = filtiz1, Giv1), Qiv1 = @i + % Ay, i=0,1,2,...

itérationg; 1 =q;+1
(TP-5.1c)
Dans la figure ci-dessus, les courbes noire, cyan, orangeigéy représentent, respectivement, I'approximatiombar
niquesin x ~ x (cercle), la méthode d’EuleP-5.13, la méthode d’Euler modifiedlP-5.1h, et la méthode RK-4 ; les
deux derniéres étant trés proches de la solution exacte.

Choix de pasA; On divise/multiplieA; par deux et on compare les résultats. Il faut chalsipour assure le calcul a
la fois précis et économe.

12pans notre exemple concrgtne depend pas de temps, i.£(¢, ¢) = f(q)
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Texte du programme :

# TP on nunerical integration of o.d.e. Maple 5.3 D. Sadovskii 2011-11-09

wi th(linalg):

with(plots): # Mapl e V.3 general purpose graphics
odet ype: = pendul uni : # use pendul um or Hpoly

pl ot set up( ps, # Post Script and options

pl ot out put =/t np/ TPRK4. ps‘, pl ot opti ons='col or, noborder, portrait‘);
# sinple Euler’s nethod (first order in tau)
Es_step := (f,u,t, tau) -> evaln( u + tau = f(u,t) ):
# nmodi fied Euler’s nmethod (second order in tau)
Em step := proc(f,u,t,tau) local ki1,k2,k;

ki :=tau » f(u,t);
k2 :=tau * f(evalnm{u + k1/2), t+taul/?2);
c= [k1, k2] ;

RETURN( eval m(u + k2));

end:

# fourth order Runge-Kutta nethod

RK step proc(f,u,t,tau) local ki,k2,k3, k4, k;
k1l :=tau * f(u,t);
k2 :=tau * f(evalm{u + k1/2), t+taul/?2);
k3 :=tau * f(evalm(u + k2/2), t+tau/?2);
k4 :=tau * f(evalm(u + k3 ), t+tau);

k := map(eval m[k1, k2, k3, k4]);
RETURN(eval m{u + k1/6 + k2/3 + k3/3 + k4/6));

end:
# the driver routine which integrates o.d.e.’s using different nethods
ode_trace : = proc(step_fun, step_size, nstep:integer, ode_rhs, u0)
local t,u,i,data;
t :=0; u:= u0; # initial conditions
data : = array[0..nstep]; # resulting trajectory
for i fromO to nstep do
data[i] :=[t,convert(u,list)]; # store current point
u := step_fun(ode_rhs, u, t, step_size );
t 1= t+step_size; # step forward in tine
od;
RETURN( seq(data[i],i=0..nstep)); # return trajectory
end:
- s
# Ham | t oni an equations of notion for a nathenatical pendul um
i f odetype='pendul uni then
Ham : = p”2/2 - cos(q); # Ham | toni an for these equations of notion
ode := (u,t) -> wvector( [u[2], -sin(u[1])] ):
init_cond := vector([0,1.5]); # initial conditions for t=0
maxst eps: =15; # nunber of steps in tine
st epsi ze: =0. 2; # time step size
fi;
- s
data_Es := ode_trace(Es_step, stepsize, naxsteps, ode, init_cond ):
data_Em : = ode_trace(Em step, stepsize, maxsteps, ode, init_cond ):
data_RK : = ode_trace(RK_step, stepsize, naxsteps, ode, init_cond ):

# NB: for small q, the Hamiltonian approxi mates to g"2/2+p~2/2-1
i f odetype='pendul uni then
RO := sqrt(2+(-cos(init_cond[1]) + init_cond[2]72/2 +1));
data_HO : = op(map(v->[v[1],[RO*sin(v[1]), ROxcos(v[1])] ], [data_Es])):

fi:

Hm m o m e m e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e ee e — o
xmex = max( op(map(v->v[2][1], [data_Es])) );

ymax = max( op(map(v->v[2][2], [data_Es])) );

Méthode de Runge-Kutta (RK) est la méthode a pas fixe la plus courante (typiquement eioweRK-4 d’ordre 4)
pour obtenir une trajectoire stable et précise dans la plujes cas. La méthode RK-est basée sur les formules de
I'extrapolation de_egendredonnant la précisioﬁ)(Af“), sonpas =0, 1,2, ... est effectué de fagon suivante
Kfl) - At f(tza qz)
Kzl) =A¢ f(tivry2, 0+ 5 K(i))
KB,L) = At f(t1+1/27q2 + K2 ))7
K4,L) = At f( i+1: ¢ + K3l))7

gir = g+ & (K 2 2K + K{7) (TP-5.2)
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Présentation des résultats, graphisme Faire les graphs solapl e V. 3 est toujours longue . ..

Es_color := cyan: Emcolor := orange: RK color :=red: HO_color := white:

# plot trajectory versus tinme x(t) and y(t)

pl ot set up(pl ot out put ="/t np/ TPRK4xt . ps‘):

pl ots[display] ( {seq( plot( map(v->[v[1],v[2][1]], [data_.F]), color=eval (cat(F, _color)) ),
F=[Es, Em RK, H0])} );

pl ot set up(pl ot out put ="/t np/ TPRK4yt . ps‘):

pl ot s[di splay] ( {seq( plot( map(v->[v[1],v[2][2]], [data_.F]), color=eval (cat(F,_color)) ),
F=[ Es, Em RK, HO] )} );

pl ot set up( pl ot out put =* / t np/ TPRK4xyt . ps‘):

pl ots[display] ( ‘union'(seq({ plot( map(v->[v[1],v[2][1]], [data_.F]), color=eval (cat(F, color)) ),

plot( map(v->[v[1],v[2][2]], [data_.F]), color=eval (cat(F, _color)) )

F=[Es, Em RK, HO]) ) );
# pl ot phase space trajectory (x(t),y(t))
pl ot set up(pl ot out put ="/t np/ TPRK4xy. ps‘):
pl ot s[ di spl ay] ([
textpl ot ([ xmax, ymax, cat(‘'step=',convert(stepsize,string),‘ °*,
convert (maxsteps, string),‘ steps‘)],
col or =bl ack, al i gn=LEFT),
seq( plot( map(v->[v[2][1],v[2][2]], [data_.F]), scaling=CONSTRAI NED,
col or=eval (cat (F, _color)) ),
F=[ Es, Em RK, HO] )
], title=cat(‘Phase space portrait for ‘,odetype),
f ont =[ HELVETI CA, 16], ti t| ef ont =[ HELVETI CA, 18] );
# print out all trajectories
for i from1l to nops([data_Es]) do
printf(‘ 9. 3f 8. 3f 9B. 3f 8. 3f 98. 3f 8. 3f 9B. 3f 8. 3f 98.3f \n' ,
op(i,[data_Es])[1], seq( op(op(2,op(i,[data_.k]))), k=[Es, EmRK HO] ) );

od;

Programme optionnel Comme une option intéressante, on peut considérer lesawude I'é.d.o d’ordre 2 définissant
les polyndmes d’'Hermitél,, (¢) d’ordren

d2H,, dH,, - _( Halt) _ q2(t)
TR 2t TR 2n H,(t) =0, avecq(t) := (dHn(t)/dt> etf(t q) == <2tq2 — 2nq1>

# differential equation defining Hermite's pol ynom al s
i f odetype='Hpoly‘' then
deq := (h,n) -> expand( diff(h(n,x),x,x) - 2xxxdiff(h(n,x),x) + 2«*nxh(n,x) ):
n := 6; # choose order of the pol ynom al
deqg(orthopol y[H,n), orthopoly[H (n,x), diff( orthopoly[H (n,x), X);
ode := (y,x) -> vector( [ y[2], 2+*x*y[2] - 2xnxy[1] ]):
init_cond := vector( subs(x=0,[orthopoly[H (n,x), diff( orthopoly[H (n,x), x)]) );
maxst eps: =15; st epsi ze: =0. 08;
fi;

et par la suite on initialise la trajectoire exacte

# ok, conpute the exact solution at the sanme points in tine
i f odetype='Hpoly‘' then
data_HO : = op(map(v->[v[1], subs(x=v[1], [orthopoly[H] (n,x), diff( orthopoly[H(n,x), x)]) 1,
[data_Es])):
fi:
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TP-6 Transformation de Fourier discrete

But de TP. Ecrire et tester une procédure en langkiel e V. 3 permettant de transformer une fonctigp:) définie

par un tableay(z1), g(z2), ... sur une grille des points équidistants x,, . . . vers en tableau des amplitudes du spectre
Fourier, ainsi que la procédure de la transformation ire/@etbleau des amplitudes vers tableau des valeur&dg Faire

le graphe de(x) a partir du tableau donné et a partir des fréquences trouSgeke méme graphe, tracer 'approximation
obtenue avec les hautes fréquences «coupées» ou atténuées.

Notions de base. On considére la fonctiog(x) échantillonnée pour des valeurs équidistantes tidles que
xp = kA, g =g(xr), ouk=0,1,2,...,N—1.

Ici A estl'intervalle d’échantillonnageNotez qu’on appellé~! le taux d’échantillonnageOn définit ausdia fréquence

critique de Nyquist
1

fe=3%

Si la fonctiong(x) est échantillonnée avec un taux de!, son spectre Fourigr(f) est limité par la bande passante
|f| < f.. Donc si les amplitude&(f) dans le vrais spectre dgx) sont nulles pour tousf| > f., ce spectre est
entierement défini par un nombre fini des échantillgnsCe qui est tout a fait remarquable.

Le spectren(f) est lui aussi discret. Pouy pointsg, nous devons évidemment pouvoir obteNiramplitudes dans
ce spectre. En effet, les amplitudes sont définies pour les fréquencgsdiscrétes telles que
= ARG otn= -2 N eth =

2 2 2

Notez que les valeurs extrémes des fréquencesisfintet que grace a la derniere condition (a démontrer plus tema3
avons précisémef amplitudesh,, indépendantes. (Facteur 2@ ne pas oublier!)

L'expression pour la transformation Fourier discréte ciest obtenue par la dicretisation de l'intégrale Fourier

(TP-6.1)

= 2Ah(f). (TP-6.2)

S

N—-1 N-1 .
e . . 2mi
h(f) = /700 g(x)exp(2mifz)dt = h(fn) = kZ_O gk exp(2mifpzr) A = A kz_o gk €Xp (Wkn> . (TP-6.3)
Ainsi cette transformation donn€ nombres

= 2ri
L= il TP-6.4
h kZ_ngexp<Nkn) (TP-6.4)

indépendants de I'échell® de I'échantillonnage. Notez qus, est périodique en avec la périodéV et que en particulier
h_n, = hn_n. Par conséquent, au lieu de considérer 'indicdans I’intervalle[—%, cee %] comme nous avons fait
auparavant, il est possible et pratique d'utilise& 0, ..., N—1 comme nous avons fait pokr En adhérant a une telle

convention, il faut se rappeler de la correspondance sigvan

n=>0 f=0
1<n<iN-1 0<f<fe
n=745 f==f
IN+1<n<N-1 —fe<f<0
Enfin la transformation inversgh,, } — {gx} est
1 27
9 =5 HZO hy, exp <—Wkn> (TP-6.5)

Notez que le calcul d&,, etg, peut étre effectué par le méme programme. Il nous reste &arpcomment reconstruire
la fonctiong(x) & partir des amplitude§h,, }. On utilise TP-6.5 :

1 = o7in 1 =
gk = g(zK) = N Z hp exp <_—NA Ik) =N Z hyp exp(—27ifrag),
n=0

n=0
ou les fréquences, sont données paf P-6.2. Par conséquent,

1 N-—1
g(z) =~ N nz:% I exp(—27ifpx).

Si cette fonction reconstruite fait trop des oscillatiorisadites fréquences on pourrait les atténuer ou tout singriém
couper en utilisant une fréquence de coupfyravecn ., < N.
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Quelques conseils de programmation eivapl e V. 3. Regardez la section correspondante du TP précédent pour des
informations générales. Commencez la procédure de laoramstion directe de la fagon suivante

wi th(linalg);

dDFT : = proc(g:vector)
local N,n,h, ... ;
N := vectdin(g);
h := vector(N);

RETURN( eval n{h));
end:

et utilisez TP-6.4 pour remplir les entréds[ n] de vecteuh. La procédure DFT de la transformation inverse s’écrit
de méme fagon et traduiseeR-6.5.
Pour tester vos procédures prenez un vecteuy de 8 (ou 16, ou 32 etc) points, par exemple

vector([1,2,3,1,5,7,6,4]);
vectdim(g);

dDFT(9);

i DFT(h);

»w T zZaQ

vous pouvez comparsretg. Pour visualiser la fonctiog et son spectrh, assumez quéd = 1 et utilisez la commande
pl ot de fagon suivante

plot( zip((a,b)->[a,b], [$1..N, convert(g,list)) ) ;
Pour en faire le graphe dpensemble avec la fonctigr{x) reconstruite comme une expressgfrun selon TP-6.5

pl ot s[di spl ay] ([
plot( zip((a,b)->[a,b], [$1..N, convert(g,list)) )
pl ot ( gfun(x), x=0..N)

], title='original and reconstructed functions');

Enfin, pour un teste ultime, appelez la procédtiad deMapl e V. 3.

readl i b(FFT): # Fast Fourier Transformlibrary
gl := map(eval f,map(Re,g)): # real part of g(x)
g2 := map(eval f,map(Img)): # imginary part
i = FFT(3,91,92);

Notez que ici 3 (le premier argument) esfidg, N pour N = 8 et queg2 représente a I'entrée la partie imaginaire de
g(z), tandis que en retogl et g2 contiennent les parties réelles et imaginaires des ardphth, (donc les valeurs
originales degg1 seront perdues). Comparez les avec vos résultatsidans

Questions. Quelle est la fréquence de Nyquist dans votre exemple ? dxaalie choix de la fréquence de coupure. Les
valeursh,, sontils réelles ? Pourquoi? Démontrez que votre fongfoumn est réelle.
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Texte du programme :

# direct/inverse discrete Fourier transform (DFT) (c) 2006 Sadovski i

wi th(linalg);
readl i b(FFT): # Fast Fourier Transformlibrary
dDFT : = proc(g:vector) # direct transform

local k,n, N h,s;
N := vectdin(g);
h := vector(N);
for n fromO to N1 do
s := 0;
for Kk fromO to N1 do
s = s+g[ k+1] xexp(2+Pi |/ Nxk*n)

od;
h[ n+1] : =s;
od;
RETURN( eval n(h));

end:

Fn := proc(n, N
if n=0 then RETURN(O);
elif n>0 and n<N 2 then RETURN(n/N);
elif n>N'2 and n<N then RETURN(n/N-1);
el se RETURN(n/N);
fi;

end:

# testing the procedures

= vector([1,2,3,1,5,7,6,4]);
vectdim(g);

dDFT(g);

o zaQ

# reconstruction of g(x)
gfun := 0:
for n fromO to N2-1 do
gfun := gfun + h[n+1] *exp(-2+Pi *1*(n/ N)*x);
od:
for n fromN2+1 to N1 do
gfun := gfun + h[n+1l] *exp(-2+«Pi*x1*(n/ N 1)*Xx);
od:
gfun = gfun + h[ N 2+1] *( exp(-2*Pi*lx(1/2)*x) + exp(2+Pi*1*(1/2)*x) )/2:

gfun : = conbine(eval c(gfun / N),trig);

gl := copy(Q): # real part of g(x)

g2 := vector([0O$N]): # imagi nary part $
FFT(3, g1, g2); # transform and conpare

print(gl); evalf(mp(Re, h));
print(g2); evalf(map(lmh));

pl ot set up(ps, pl ot out put="/tnp/ FT. ps‘, pl ot opti ons=' col or, noborder*); # ,portrait

pl ot s[di spl ay] ([
plot( zip((a,b)->[a,b], [$0..N1], convert(g,list)), style=PO NT, synbol =Cl RCLE, color=red, thic
pl ot (gf un, x=0. . N, col or =bl ue, thi ckness=2)
1,
f ont =[ HELVETI CA, 18],
axesf ont =[ HELVETI CA, 18],
| abel f ont =[ HELVETI CA, BOLD, 22] ,
titlefont=[ HELVETI CA, BOLD, 24],
title="Fourier transformof discrete data’
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TP-7 Calcul des valeurs propres

Butde TP. Ecrire et tester une procédure en langligpl e V. 3 permettant de trouver les valeurs propres d’une matrice
symétrique réelle en utilisant la méthodeJaeobi(1846).

Questions générales. Donnez les définitions de la matrice symétrique, hermiggonthogonale, et unitaire. Combien
valeurs propres possede une matrice symétrique ou hemmatide dimensiok ? Sont-elles réelles ou complexes ? Pour-
quoi ? En quel domaine de physique utilise-t-on des matsge®triques et leurs valeurs propres ?

Notions de base. Afin de diagonaliser une matrice symétrique réellde dimensiork la méthode de Jacobi utilise une
séquence des rotations
A" = R"(p,q) AR(p, q)

(appelées plus précisément transformations orthogodalsgnilarité ou conjugaisons avec des matrices orthogshal
définies par les matrices
1

R(p,q) = |

1

dont les éléments diagonal¥p, ¢),, = R(p,q)qq = ¢ = cos ¢, le reste des éléments diagonaux sont égalixeh les
seuls deux élements nondiagonaux non nuls 84ptq),, = —R(p, q¢)pq = s = sin ¢. Notez que seuls les deux colonnes
et les deux lignes avec les indicgst p sont changées par cette transformation. Plus préciséoreahtient®

AL, = cApp — 5Arq, A, = cArg + 54, r#q, r#qp (TP-7.1a)
A, = Ay + 52 Agg — 25c Ay A, = s2Apy + Ay, +25c Ay, (TP-7.1b)
Ay = (c® = 5%) Apg + s c(App — Agg) (TP-7.1c)

Le but de la transformation et d’éliminer I'élémedf ,. Pour cela on récrifl(P-7.19 sous forme

A, — A
t2+2t9—1:0, avec 9= 94 PP

24,,
out = s/c = tan ¢ et on trouve
s sgn(6) 1 o) s
=—-=———— c= , s=tc, =tan - = TP-7.2
c |0 +VO2+1 V1+t2 ! 2 1+4c¢ ( )
Par conséquent,
A, =0, (TP-7.3a)
A=Ay —t Apg, Ay, = Agg +1 Apg, (TP-7.3b)
AL, =Arp —5(Arg +TAp), ALy =Arg+5(Arp —TAr). (TP-7.3c)

Quelques conseils de programmation eapl eV. 3. Utilisez les TP précédents pour des informations générales
Notez que la transformation peut étre effectuée sur placetiesant que la moitie ded. Commencez par écrire une
procédure de la transformatid®(p, ¢) (rotation de Jacobi) basée sUiR-7.2 et (TP-7.3. Puis programmez un boucle
double et appliquek(k — 1)/2 transformations?(1,2), ..., R(1,k), R(2,3),..., R(2,k),..., R(k — 1, k). Enfin faites
un boucle général avec le critére d’arrét

S=> |An]<e

r<s

Comptez le nombre des passages de ce dernier boucle. R®Esentrésultats. Comparez les avec les valeurs propres
obtenues en utilisant la procédure standartVaiel e V. 3.

Bn'oubliez pas quel et A’ sont symétriques, par exemplg; = Aji
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